Vierte Sitzung

(Wiederholung: Syntax und Semantik der
Pradikatenlogik)

|. Syntax der Prédikatenlogik




Vokabular des syntaktischen Systemsder PL1

Das Vokabular der PL 1 besteht aus folgender
Menge V:

{R', R, ..R°,R? ..., [Relationsbuchstaben]
a, &, 8 ..., [Individuenbuchstaben]
X1, Xop X3 wee [Individuenvariablen]
2, U U ®, [Satzoperatoren]
$", [Quantoren]

), ( } [Gliederungszeichen]

Grammatik des syntaktischen Systemsder PL1

(i) Ausdruicke der Gestalt R" _a,a.... a,sind
Satzformen der PL1.

Beispiele:
Ri2
R* 32,8,

R2x,a, keine Satzform
R? & keine Satzform




(i) Wenn A und B Satzformen der PL1 sind, dann
auch @A, (A UB), (A UB), (A ® B).

Beispiele:

OR* 30,3,
(R%asa,8, UR® a3 a)
(RLa ® Raaa)

(iii) Wenn x eine Variable, a ein Individuenbuch-
stabe und A eine Satzform der PL1 ist, in der x
nicht vorkommt, dann ist auch " x A[a/x] eine
Satzform der Prédikatenl ogik.

Beispiele:
" X R2,X,8 [X =X, a=a,A=R%,aa]

"X (RX, ® R®x,8,3,)
[x=x,a=2a,A=(RY%3 ® Raaa)]




(iv) Wenn x eine Variable, a ein Individuenbuch-
stabe und A eine Satzform der PL1 ist, in der x
nicht vorkommt, dann ist auch $x A[a/x] eine
Satzform der Prédikatenl ogik.

Beispie!:
$x;RY %y [X=x;,a=a,A=RYa]

$x5(RLa; UR%aa3,)
[X=X5 a =23, A=(R3U Raa3)

(v) Nichts sonst ist eine Satzform der PL1!




Beispidl:

(1) Ry

(2 Ryaa,

(3) R*aa,

(4) OR? 3,2

() (R%a3, UGR? a2)

(6) $x, (R¥ax, U QRlezag))

(M (R ® $x, (R%ax, U Ql?ZlXZai))

(8) " X (RUx; ® $x, (R2x,X, UBRZX,X,))

I1. Semantik der Prédikatenlogik:




Die Inter pretation

Eine Interpretation J tiber einen
Individuenbereich M ist eine Funktion, deren
Definitionsbereich aus den Mengen der

I ndividuenbuchstaben und der

Rel ationsbuchstaben des syntaktischen
Systems der Pradikatenlogik besteht. Ihr
Wertebereich ist der Individuenbereich M und
aus ihm gebildete Mengen und Relationen.

M und J haben folgende Eigenschaften:
(i) M ist eine nicht-leere Menge von Individuen

(i1) Jweist jedem Individuenbuchstaben a ein
Element aus M zu.

(iii) Jweist jedem Relationsbuchstaben R" eine n-
stellige Relation JR" | M" zu. Insbesondere
weist Jeinem (einstelligen) Pradikatbuchstaben R*
eine Teilmenge J(RY) von M zu.




(i) M ist eine nicht-leere Menge von Individuen

Beispiele:

M ={x: xistein Mensch und x ist blond}
M={24,6,8}

M ={x: x ist eine Menge}

M = {Tetl, Tet2, Dodec, Cube}

(i) Jweist jedem Individuenbuchstaben a ein
Element aus M zu.

Beispiel bzgl. M ={Tetl, Tet2, Dodec, Cube}:

Ja") = Tetl J*a") = Tetl,

J*a") = Tet2 fur dlei >5

J(*a;") = Cube

J*a,") = Cube

J*a") =Cube  [Dodec besitzt keinen Namen]




(ili) Jweist jedem Relationsbuchstaben R"
eine n-stellige Relation J(R") | M zu.
Insbesondere weist J einem (einstelligen)
Prédikatbuchstaben R eine Teilmenge J(RY)
von M zu.

Beispiel bzgl. M ={Tetl, Tet2, Cube, Dodec}:

JRY) ={x: xist grof3}
JRL) ={x: xistklein}
J(RY) = {x: xist ein Tetraeder}

JR?) ={<x,y>: xistkleiner asy}
J(R?;) = {<x, y>: x liegt links von y}

J(R3) ={<x,y,z>: x liegt zwischen y und z}
J(R",.) = A fur ale anderen Relationsausdriicke




a-Variante zu einer Interpretation J:

Sei a en Individuenbuchstabe, sei Jeine
Interpretation Uber einen Individuenbereich M.

Eine a-Variante von Jist eine Interpretation J
Uber M, die mit Jin allem Ubereinstimmt aul3er
unter Umstanden in dem, was dem
Individuenbuchstaben a zugewiesen wird. Es gilt
also unter Umstanden: J(a) * J (a).

Achtung! Diese Definition |&sst auch zu, dass
eine Interpretation J a-Variante von sich selber ist.
In diesem Falle haben wir: J(a) = J(a), d.h. J=
J.




Beispiel: a,-Variante bzgl. J
[M ={x: xist einenatirliche Zahl}]

Xat)=1 I('a")=1
X'a)=2 I("a")=9
A'a') =4 I('a')=4
:](lléll) ={x:x=1} :]’.(i?ll) ={x:x=1}

Beispiel: a,-Variante bzgl. J
[M ={x: xist einenatirliche Zahl}]

J(H alﬂ) - 1 JI (H alﬂ) - 1
J(H azﬂ) - 2 JI (H azﬂ) - 2
J(H %“) - 4 JI (H %“) - 4

:](lléll) ={x:x=1} :]’.(i?ll) ={x:x=1}




Beispiel: keine a,-Variante bzgl. J
[M ={x: xist einenatirliche Zahl}]

Xat)=1 I('a")=1
'3 =2 I('a")=2
A'a") =4 I("a") =6
;](lﬁll) ={x:x=1} ;]’.(i?ll) ={x:x=1}

... aber eine a;-Variante

Beispiel: keine a-Variante bzgl. J
[M ={x: xist einenatirliche Zahl}]

Jat)=1 Jta) =1
X'a) =2 I(a)=2
X'a) =4 I('a") =4

:](.Rlll) ={x:x=1} :]’.(lRll) ={x:x=2}




Interpretationen in Tarski‘sWorld:

(i) M ist eine nicht-leere Menge mit maximal
12 Individuen, wobel jedes Individuum ein
Wiirfel, Tetraeder oder Dodekaeder ist.

Beispid:
M = {Cube, Dodecl, Dodec2}

[wobei Cubeein Wirfel ist, Dodecl und Dodec2 Dodekaeder
sind]

(ii) Jweist jedem Individuenbuchstaben a
(max. 6) ein Element aus M zu.

Beispid:

J(@ = Cube
J(b) = Cube
J(d) = Dodecl

["c","e" und "f" werden hier nicht verwendet und gehérenin
diesem Fall nicht zum Vokabular]




(iii) Jweist den Relationsbuchstaben wie folgt
Teilmengen, 2-stellige oder 3-stellige
Relationen bzgl. M zu:

Einstellige Relationsausdriicke:

JTet) ={x : x ist ein Tetraeder}
JDodec) ={x : x ist ein Dodekaeder}
JCube) ={x : x ist ein Wirfel}
J(Small) = {x: x ist klein}
J(Medium) ={x : x ist mittelgrol3}
JLarge) ={x: xist grof3}




Zweistellige Relationsausdricke:

JSmaller) ={<x,y>: xist kleiner alsy}
JLarger) = {<x,y>: x ist groRer alsy}
JSameSize) = {<x,y>: x ist so gro3wiey}
J(SameShape) = {<x,y> : x hat Form wie y}
JLeftOf) = {<x,y>: xist linksvon y}
JRightOf) = {<x,y>: x ist rechts von y}

Zweistellige Relationsausdricke:

JFrontOf) = {<x,y>: x liegt vor y}
J(BackOf) = {<x,y>: x liegt hinter y}
J(SameCaol) = {<x,y>: x ist in Spalte von y}
J(SameRow) = {<x,y>: x ist in Reihe von y}
J(Adjoins) = {<x,y>: x liegt (direkt) neben y}




Dreistellige Relationsausdriicke:
JBetween) = {<x,y,z>: x liegt zw. y und z}

Die Sprache von Tarski‘s World enthalt keine
welteren Relationsausdriicke.

Die Interpretation der Relationsausdriicke ist
in Tarski‘s World in gezeigter Weisefixiert.

Die Bewertungsfunktion

Eine pradikatenl ogische Bewertung v; -
gegeben eine Interpretation J Uber einen
Individuenbereich M - ist eine Funktion, die
als Definitionsbereich die Menge der
Satzformen des syntaktischen Systems der
Pradikatenlogik hat, als Wertebereich die
Menge der Wahrheitswerte { W, F}.




Seien a,, a,, .... a,, Individuenbuchstaben; sei R"
ein n-stelliger Relationsbuchstabe.

v, hat folgende Eigenschaften:

(i) vi(R"a,a,...a,)) =W gdw.
<Ja,),Ja,) .. Ja)>1 R

Beispiel bzgl. M = { Cube, Tet1, Tet2}:

J(a) = Tetl, Ja,) = Tet2, J(a;) = Cube [...]
JRY) ={x:xist Wirfel} ={Cube} [..]

VRYa) =W:  <Ja)>T JRY)
Cubel {Cube}

vy(RYa) =F <Ja)>T JRY)
Tetl 1 {Cube}




Beispiel bzgl. M ={Tetl, Tet2, Cube}:

J&) =Tetl, Ja)=Tet2, Ja;) = Cube [...]
J(R?) ={<x,y>: xist kleiner alsy}
= {<Tetl, Tet2>, <Tetl, Cube>} [...]

ViR%aga,) =W: <J@), (a)>1 JR?)
<Tetl, Tet2>1 {<Tetl, Tet2>, <Tetl, Cube>}

Vi (RZaa) = F: <Xay), Ja)>T JR2)
<Cube, Tetl> | {<Tetl, Tet2>, <Tetl, Cube>}

(i) Wenn A, B Satzformen der PL sind, so gilt:

- V(A UB) =W, wenn v(A) = v,4(B) =W, und
V,(A UB) = F songt;

- V(A UB) = F, wennv,(A) = vy(B) = F, und v (A
UB) =W sonst;

- V(A® B)=F, wennv{A) =W undvyB) =F,
V(A ® B)=W songt;

- V(DA) =W, wennv,(A) = F, und
Vy(dA) = F, wenn v,(A) =W




(iii) Sei a ein Individuenbuchstabe, sei x eine
Variable, sei A eine Satzform der Pradikatenlogik;
dann gilt:

vy(" x Ala/x]) =W, wenn fir alle a-Varianten J
von Jgilt: vy (A) =W,

v,(" x A[a/x]) = F sonst

(iv) Sai a ein Individuenbuchstabe, sei x eine
Variable, sei A eine Satzform der Pradikatenlogik;
dann gilt:

v,($x A[a/x]) = W, wenn fur mindestens eine a-
Variante J von Jgilt: v;(A) =W

v($x A[a/x]) = F sonst




Definition préadikatenlogischer Erfillung

Sei M eine Menge von prédikatenl ogischen
Satzformen, und sei A eine prédikatenlogische
Satzform.

Sei Jeine Interpretation, flr die v(A) = W, bzw.
vy(S) =W furaleS| M, dann sagen wir auch, dass
JA erfillt bzw. dass I M erflllt.

Eine Interpretation, die A bzw. M erfullt, heil3t
Modell von A bzw. Modell von M.

Definition préadikatenlogischer Folgerung

Sel M eine Menge von préadikatenl ogischen
Satzformen, und sei A eine prédikatenlogische
Satzform.

Gilt fur jede Interpretation J: wenn v4S) = W fir
dleST M, dann auchv,(A) = W, so sagen wir,
dass A aus M préadikatenlogisch folgt.




